
Ïîòåíöèàëû Áàðãìàííà. Àíàëèç ðåøåíèÿ

Íà ïðîøëîì çàíÿòèè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ut = uxxx + 6uux (1)

áûëî ïîcòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå ñ 2n ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè kj , cj :

u = 2∂2x logW (y1, . . . , yn), yj = cje
−Xj − eXj , Xj = kjx+ 4k3j t, (2)

ãäå W îáîçíà÷àåò âðîíñêèàí ôóíêöèé yj ïî x. Íàïîìíèì ñõåìó åãî âûâîäà. Ìû òðåáî-
âàëè, ÷òîáû ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

ψxx = −(u+ λ)ψ, ψt = −uxψ − 2(2λ− u)ψx (3)

(èõ ñîâìåñòíîñòü ýêâèâàëåíòíà ÊäÔ) èìåëè ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

ϕ(z) = e−XΦ, Φ(z) = (2z)n + ϕ1(2z)n−1 + · · ·+ ϕn, X = zx+ 4z3t, z2 = −λ. (4)

Òîãäà ϕ̄ = ϕ(−z) òàêæå ðåøåíèå è âðîíñêèàí ϕ, ϕ̄ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ìíîãî÷ëåíîì îò z
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

w = ϕϕ̄x − ϕxϕ̄ = zQ(z2) = z(z2 − k21) . . . (z2 − k2n), kj = const, j = 1, . . . , n;

êðîìå òîãî, â òî÷êàõ z = kj ïîñòîÿííî îòíîøåíèå ϕ̄ è ϕ:

ϕ(−kj) = cjϕ(kj), cj = const, j = 1, . . . , n. (5)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ � ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ϕi. Ïî-
òåíöèàë u îïðåäåëÿåòñÿ ïî å¼ ðåøåíèþ ñîãëàñíî ôîðìóëå u = ϕ1,x, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ
ïîäñòàíîâêîé (4) â (3); ýòî è ïðèâîäèò ê ôîðìóëå (2).
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Òåïåðü âûÿñíèì, ïðè êàêèõ kj , cj ðåøåíèå (2) áóäåò âåùåñòâåííûì, áåç îñîáåííîñòåé
è áûñòðîóáûâàþùèì (äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì íàçûâàòü òàêèå ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíûìè).

• Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå k2j ðàçëè÷íû è íå ðàâíû 0, òîãäàW (y1, . . . , yn) 6=
0 è ñèñòåìà (5) íåâûðîæäåíà. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ÷òî cj 6= 0,
cj 6=∞. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòèõ ñëó÷àÿõ èç (5) ñëåäóåò, ÷òî ϕ äåëèòñÿ íà z+kj èëè z−kj ;
íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî ñîêðàòèòü è ïðèéòè ê ñëó÷àþ ñ n− 1 âìåñòî n.

• Ïóñòü äëÿ çàäàííîãî u åñòü äâà ðåøåíèÿ âèäà (4): ϕ(z) = e−XΦ è ϕ̃(z) = e−XΦ̃, ãäå Φ
è Φ̃ ìíîãî÷ëåíû ïî z (âîçìîæíî, ðàçëè÷íîé ñòåïåíè). Òîãäà âðîíñêèàí

w = ϕϕ̃x − ϕxϕ̃ = e−2zx−8z
3t(ΦΦ̃x − ΦxΦ̃) = const,

÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè w = 0; òàêæå ϕϕ̃t − ϕtϕ̃ = −2(2λ − u)w = 0. Çíà÷èò, Φ è Φ̃
îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì (çàâèñÿùèì îò z). Èíà÷å ãîâîðÿ, âñå ðåøå-
íèÿ âèäà (4) ïîëó÷àþòñÿ èç ðåøåíèÿ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè óìíîæåíèåì íà ïîñòîÿííûé
ìíîãî÷ëåí îò z. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ýòîò ìíîæèòåëü îòáðàñûâàåòñÿ.

• Ïóñòü ôóíêöèÿ u âåùåñòâåííà, ïîêàæåì, ÷òî òîãäà âñå êîýôôèöèåíòû ϕj òàêæå âå-
ùåñòâåííû. Íàïîìíèì, ÷òî îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ϕ1,x = u, ϕj+1,x = ϕj,xx + uϕj , j = 1, 2, . . . , n− 1, ϕn,xx + uϕn = 0. (6)

Äîïóñòèì, ÷òî ϕj èìåþò íåíóëåâûå ìíèìûå ÷àñòè, òîãäà îíè óäîâëåòâîðÿþò òàêîé æå,
íî áîëåå êîðîòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòíîøåíèé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè
ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Φ.



• Ïóñòü ôóíêöèÿ u ðåãóëÿðíà, äîêàæåì, ÷òî òîãäà ïàðàìåòðû âåùåñòâåííû. Èç (6)
ñëåäóåò, ÷òî ϕj íå èìåþò îñîáåííîñòåé è ðàñòóò ïî x íå áûñòðåå ÷åì ìíîãî÷ëåíû (òàê
êàê ϕ1 ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì u è äàëåå íà êàæäîì øàãå ïðîèñõîäèò åùå îäíî
èíòåãðèðîâàíèå). Äîïóñòèì, ÷òî kj = µj + iνj è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Åñëè µj 6= 0, òî ϕ(kj) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ e−µjx íà ôóíêöèþ, ðàñòóùóþ ïî x
íå áûñòðåå, ÷åì ìíîãî÷ëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ(kj) ñòðåìèòñÿ ê 0 íà îäíîé èç
áåñêîíå÷íîñòåé. Íî, òàê êàê ϕ(−kj) = cjϕ(kj), òî îíà ñòðåìèòñÿ ê 0 è íà äðóãîé áåñêî-
íå÷íîñòè, òî åñòü, ϕ(kj) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà H = −∂2x− u, à
λj = −k2j � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà H âåùåñòâåííû.

J Íàïîìíèì äîêàçàòåëüñòâî: åñëè Hψ = λψ è ||ψ||2 =
∫
R ψψ

∗ dx <∞, òî

λ||ψ||2 =

∫
R

(−∂2x − u)(ψ)ψ∗ dx = [èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì] =

= (ψψ∗x − ψxψ∗)
∣∣∣∞
−∞

+

∫
R
ψ(−∂2x − u)(ψ∗) dx =

∫
R
ψH(ψ∗) dx = λ∗||ψ||2. I

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî νj = 0, òî åñòü kj ∈ R, òîãäà è cj = ϕ(−kj)/ϕ(kj) ∈ R.
Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî λj = −k2j èñ÷åðïûâàþò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ H (òàê êàê

ïðè äðóãèõ k îäíî èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ðàñòåò íà îäíîé áåñêîíå÷íîñòè,
âòîðîå íà äðóãîé).



2) Åñëè µj = 0, òî åñòü kj = iνj , ýòî ðàññóæäåíèå íå ïðîõîäèò. Â ýòîì ñëó÷àå

Xj = i(νjx− 4ν3j t) è cj = e2Xj
Φ(−iνj)
Φ(iνj)

= 1/c∗j .

Òîãäà ôóíêöèþ yj = cje
−Xj − eXj ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê yj = const · cos(νjx − 4ν3j t + dj),

dj ∈ R. Ðàñêëàäûâàÿ âðîíñêèàí W â (2) ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ñòîëáöó, ïîëó÷àåì

W = f(x, t) cos(νjx− 4ν3j t+ dj) + g(x, t) sin(νjx− 4ν3j t+ dj),

ãäå f è g � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû îò ýêñïîíåíò è/èëè êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ ñ äðóãèìè
ôàçàìè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ îáÿçàòåëüíî îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè íåêîòîðûõ
x, òî åñòü, ðåøåíèå èìååò â ýòîì ñëó÷àå ïîëþñíóþ îñîáåííîñòü.

• Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî kj , cj ∈ R, ïðè÷¼ì λj = −k2j � âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà, ϕ(kj) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðèíÿòî
íóìåðîâàòü ïî âîçðàñòàíèþ:

λ1 < · · · < λn < 0.

×èñëà kj ìîæíî âçÿòü ïîëîæèòåëüíûìè, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, òîãäà îíè óïîðÿäî÷åíû
ïî óáûâàíèþ:

k1 > · · · > kn > 0.

Ôóíêöèÿ ϕ(z) ïðè âåùåñòâåííûõ z > 0 ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè x→ +∞. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäó-
þùèìè îáùèìè ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà (îíè âåðíû äëÿ ëþáûõ ðåãóëÿðíûõ
ïîòåíöèàëîâ, à íå òîëüêî äëÿ ïîòåíöèàëîâ Áàðãìàííà):



� âûøå ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà z ≥ k1 ôóíêöèÿ ϕ(z) íå èìååò íóëåé íà îñè x;

� ïðè óìåíüøåíèè z äî 0, íóëè ¾çàõîäÿò¿ â ôóíêöèþ ϕ(z) ÷åðåç x = −∞, ïðè
ïðîõîæäåíèè z ÷åðåç kj , è äâèæóòñÿ ñëåâà íàïðàâî;

� â ðåçóëüòàòå, ϕ(z) èìååò j íóëåé ïðè êàæäîì z ∈ [kj+1, kj) (n ïðè z ∈ [0, kn));

� ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè z íóëè ¾âûõîäÿò¿ ÷åðåç x = +∞, êîãäà z ïðîõîäèò
−kj .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì xôóíêöèÿ ϕ(z) èìååò ðîâíî n íóëåé
ïî z, òî åñòü, âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Φ(z) âåùåñòâåííûå:

ϕ(z) = const ·e−zx−4z
3t(z − r1(x)) . . . (z − rn(x)).

Êðîìå òîãî, òàê êàê íóëè ¾çàõîäÿò¿ ÷åðåç x = −∞, òî ïðè x→ −∞ îíè ðàñïîëîæåíû ïî
îäíîìó â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (kj+1, kj), j = 1, . . . , n − 1. Ñîîòâåòñòâåííî, ó ôóíêöèè
ϕ(−z) íóëè ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó.

z

φ(z)

φ(-z)

k1k2k3-k1 -k2 -k3

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ôóíêöèè ϕ(−kn) è ϕ(kn) èìåþò ðàçíûé çíàê, à äàëüøå èä¼ò
÷åðåäîâàíèå; ïðè÷¼ì ýòî âåðíî ïðè âñåõ x, t, òàê êàê îòíîøåíèå ϕ(−kj)/ϕ(kj) ïîñòîÿííî,
÷òî è çàïèñàíî â (5). Èòàê, èç ðåãóëÿðíîñòè u âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî ÷åðåäîâàíèÿ
çíàêîâ cj :

sign cn = −1, sign cn−1 = 1, . . . , sign c1 = (−1)n.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè x èëè t íóëè rj ïåðåõîäÿò èç îäíîãî èíòåðâàëà â äðóãîé, íî
ïðè ýòîì âñåãäà â êàæäûé èíòåðâàë ïîïàäàåò ðîâíî îäèí íóëü ôóíêöèè ϕ(z) èëè ϕ(−z).



Íàîáîðîò, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå çíàêîâ îïðåäåëèòåëü W íå îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü (åãî ìîæíî îöåíèòü ñíèçó îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà îò kj).

Óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó cj = (−1)n+1−je−2dj , çàíåñòè dj â ýêñïîíåíòû è ïåðåîáîçíà-
÷èòü Xj è yj . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå n-ñîëèòîííûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü k1 > · · · > kn > 0, ïàðàìåòðû dj ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà,

yj = eXj + (−1)n−je−Xj , Xj = kjx+ 4k3j t+ dj ,

òîãäà ôóíêöèÿ u = 2∂2x logW (y1, . . . , yn) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì ÊäÔ. Íàîáî-
ðîò, åñëè ðåøåíèå (2) ðåãóëÿðíî, òî îíî ïðèâîäèòñÿ ê óêàçàííîìó âèäó ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåíóìåðàöèè è ñìåíû çíàêîâ kj .

Èòàê, âðîíñêèàí ñîñòàâëÿåòñÿ ïî òàêîìó ïðàâèëó: ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà kj óïîðÿäî-
÷èâàþòñÿ ïî óáûâàíèþ, ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó kn îòâå÷àåò ôóíêöèÿ yn = coshXn, ÷èñëó
kn−1 ôóíêöèÿ yn−1 = sinhXn−1 è òàê äàëåå ïî î÷åðåäè. Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî
ìíîæèòåëÿ, êîòîðûé ñîâåðøåííî íå âàæåí, èìååì

W = W
(

coshXn, sinhXn−1, . . . ,
sinhX1

coshX1

)
ïðè ÷¼òíîì n,
ïðè íå÷¼òíîì n.



Ôàçîâûé ñäâèã ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñîëèòîíîâ

Ïðè n = 1 ôîðìóëà (2) äà¼ò ñîëèòîí ÊäÔ

u =
2k2

cosh2X
, X = kx+ 4k3t+ d.

Äâóõ-ñîëèòîííîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

u =
2(k21 − k22)(k21 − k22 + k22 cosh 2X1 + k21 cosh 2X2)

(k1 coshX1 coshX2 − k2 sinhX1 sinhX2)2
, k1 > k2 > 0.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ äðóã ÷åðåç äðóãà ñîëèòîíû âîññòàíàâëèâàþò
ôîðìó, ïîäîáíî ðåøåíèÿì ëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî, êîå-÷òî âî âçàèìî-
äåéñòâèè ñîëèòîíîâ ïðîèñõîäèò íå òàê, êàê ïîäñêàçûâàåò ëèíåéíàÿ èíòóèöèÿ.
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Âî-ïåðâûõ, â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ àìïëèòóäû ñîëèòîíîâ íå ñêëàäûâàþòñÿ, êàê â
ëèíåéíîì ñëó÷àå, à ñêîðåå óñðåäíÿþòñÿ. Ïðè âñåõ x, t âåðíà îöåíêà

0 < u(x, t) < 2k21,

òî åñòü, ðåøåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäû ñàìîãî áîëüøîãî ñîëèòîíà. Ýòî ìîæíî äî-
êàçàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (ëåãêî âûâîäèòñÿ èç (3))

u = 2

n∑
j=1

(k2j − r2j ),

ãäå rj � íóëè ìíîãî÷ëåíà Φ(z); êàê áûëî îòìå÷åíî, â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ [k2j+1, k
2
j )

ñîäåðæèòñÿ îäíî èç çíà÷åíèé r2s .



Âî-âòîðûõ, ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ òðàåêòîðèè ñîëèòîíîâ ñëåãêà ñìåùàþòñÿ, ïðîèñõî-
äèò òàê íàçûâàåìûé ôàçîâûé ñäâèã (õîðîøî çàìåòíî ïðè âèäå ñâåðõó). Âû÷èñëèì åãî
äëÿ n = 2. Èìååì:

W = 4

∣∣∣∣ coshX2 sinhX1

k2 sinhX2 k1 coshX1

∣∣∣∣
= (k1 − k2)(eX1+X2 + e−X1−X2) + (k1 + k2)(eX2−X1 + eX1−X2).

Â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé X1 = k1x+ 4k21t+ d1 = 0 èìååì îöåíêè (ïîìíèì, ÷òî k1 > k2 > 0,
ýêâèâàëåíòíîñòü ∼ ïîíèìàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ):

eX1 ∼ 1, eX2 ∼ e4k2(k
2
2−k

2
1)t =

{
∞ ïðè t→ −∞,
0 ïðè t→ +∞.

Îòáðàñûâàÿ óáûâàþùèå ýêñïîíåíòû, èìååì

ïðè t→ −∞ : W ∼ (k1 − k2)eX1+X2 + (k1 + k2)eX2−X1

∼ eX2

(
eX1 +

k1 + k2
k1 − k2

e−X1

)
∼ eX2 cosh(X1 − δ12),

ïðè t→ +∞ : W ∼ (k1 − k2)e−X1−X2 + (k1 + k2)eX1−X2

∼ e−X2

(
eX1 +

k1 − k2
k1 + k2

e−X1

)
∼ e−X2 cosh(X1 + δ12),

ãäå

δ12 =
1

2
log

k1 + k2
k1 − k2

.

Òî÷íî òàê æå, ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé X2 = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü
ñäâèã ôàçû âòîðîãî ñîëèòîíà δ21 = −δ12.



Ïðè t = −∞ áîëüøîé ñîëèòîí äâèæåòñÿ ÷óòü ïîçàäè ïðÿìîé X1 = 0 (íà ðàññòîÿíèè
δ12/k1 ïî îñè x), à ìàëûé ñîëèòîí âïåðåäè ïðÿìîé X2 = 0 (íà ðàññòîÿíèè δ12/k2); ïðè
t = +∞ ñîëèòîíû äâèæóòñÿ íà òåõ æå ðàññòîÿíèÿõ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ, íî ñ
äðóãîé ñòîðîíû � áîëüøîé âïåðåäè, ìàëûé ïîçàäè.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ôàçîâûå ñäâèãè è â îáùåì ñëó÷àå, ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèå
â ïîëîñå âäîëü ïðÿìîé Xj = 0. Ìû ïðèâåäåì òîëüêî îòâåò, áåç äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü

δij = −δji =
1

2
log

ki + kj
ki − kj

, i < j.

Òåîðåìà. Àñèìïòîòè÷åñêè, n-ñîëèòîííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñîëèòîíîâ

u =

n∑
j=1

2k2j

cosh2(kjx+ 4k3j t+ dj ± δj)
, t→ ±∞,

ãäå ôàçîâûé ñäâèã ðàâåí

δj =
∑
i 6=j

δji = −1

2

∑
i<j

log
ki + kj
ki − kj

+
1

2

∑
i>j

log
ki + kj
kj − ki

.

Èòàê, ïðè t → −∞, ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñîëèòîíîâ, óïîðÿäî÷åííûõ
ñëåâà íàïðàâî ïî âîçðàñòàíèþ àìïëèòóäû è ïóòåøåñòâóþùèõ ñî ñêîðîñòÿìè ïðîïîðöèî-
íàëüíûìè àìïëèòóäå. Ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîðÿäîê ñîëèòîíîâ ìåíÿåòñÿ è ïðè t→ +∞
ñîëèòîíû ðàñïîëàãàþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïðè ýòîì îíè âîññòàíàâëèâàþò ôîðìó è
åäèíñòâåííûì ðåçóëüòàòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûé ñäâèã. Îáùèé ñäâèã δj , êî-
òîðûé èñïûòûâàåò îäèí ñîëèòîí, ðàâåí ñóììå ñäâèãîâ δji ïðè ïîïàðíîì âçàèìîäåéñòâèè.
Ýôôåêòû îò òðîéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îòñóòñòâóþò.


